Equivalence orbitale quantitative
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Ces notes sont un support supplémentaire au mini-cours donné durant lécole de recherche de
décembre 2025 a Aussois. Elles reprennent une grande partie du mini-cours donné a

Besse-en-Chandesse en juillet 2024.
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Conventions et notations

Etant donné un graphe fini simple’ T', on note VT 'ensemble de ses sommets et EI' C
VT x VT lensemble de ses arétes. On munit T de la distance usuelle fixant a 1 la longueur
d'une aréte.

Soient G un groupe de type fini et Sg une partie génératrice finie (symétrique) de G. On
note (G,Sg) le graphe de Cayley de G associ¢ a la partie genératrice Sg, ie. le graphe T tel que

VI =Getklr:={(g,9s) : g€ G, se€Sg}Sig,g € G, onnote
lglsq :==min{k € N|3s,..,sx € Sg : g =575k} ds¢ (9,9') == ‘949"56

Onnote Bs, (e,R) ={g € G : ds(e,g) < R}laboule de rayon R dans le graphe (G, Sg). Enfin,

pour tout F C G, on définit le bord de F relativement a Sg par
Osc F:={geF|3seSg:gs¢F}.

Soit m € N. On appelle le groupe dallumeur de réverberes le produit en couronne
(Z/mZ) Z. 11 sagit du groupe G definit par G = (B,czZ/mZ) X Z, ou le produit semi-

direct est pris en faisant agir un ¢lément z € Z sur un ¢lément (&;); de @, c7Z/mZ via

z: (gi)ieZ = (£i+z)i€Z .

Si f et g sont deux fonctions réelles croissantes, on note f X g, s'il existe une constante
C > 0 telle que f(n) = O (g(Cn)) quand n tend vers l'infini. On note f ~ gsi f X get g X 1.

On dira alors que f et g sont asymptotiquement équi\'zllcnts.

Introduction

Il était une fois un groupe. Il érait la, avec son élement neutre bien au chaud dans son
ceeur, ses ¢léments qui jouaient a la corde a sauter avec sa loi de composition interne et les
pirouettes de I'inversion. Et si ses membres s'en donnaient a ceeur joie, le groupe, lui, errait
sans but.

Mais un jour le groupe croisa un espace et — de maniere tout a fait instinctive — se mit a
agir dessus. Il pouvait utiliser ses ¢léments pour plier I'espace a sa volonté. Il pouvait bouger
les points par l'action de ses composants. Le groupe fut pris de frénésie actionnelle : il avait
maintenant un but, une fonction. Il se mit a agir sur tout ce qui lui tombait sous les membres :
espaces vectoriels, graphes, espace hilbertiens, vari¢tes, espaces de probabilités... Plus rien
n'¢tait a I'abri de la dynamique imposée par le groupe.

Depuis ce jour, les mathématiciennes et mathématiciens ¢tudient ces étres algebriques
fascinants. Iels les listent, les classifient. Et de la méme maniére quen sorcellerie certains
individus preferent la divination dans les crottes de fromage a celle dans les feuilles de the,
chaque manipulateurice de la mathematique a ses preférences en matiere d’action. Ce qui suit
s'adresse a vous si vous souhaitez apprendra a lire les runes géométriques et interpréter les

traces ergodiques que les groupes laissent sur leur passage.

1. ie. un graphe sans aréte multiple, sans boucle sur un sommet.
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I Equivalence orbitale

1.1 Action préservant une mesure de probabilice

On rappelle ici les définitions nécessaires a lintroduction de I'équivalence orbitale. Pour

plus de details, on pourra par exemple se réferer a [KL16, Pet8s).

rr.1  Espaces de probabilités standards

Nous allons nous intéresser a des actions de groupes sur des espaces de probabilites. Un
tel espace est un triplet (X,.A, ) ot p une mesure de probabilite et A est la o-algebre as-
soci¢e. Dans ce mini-cours, on travaillera avec une sous-famille de la famille des espaces de

probabilités, les espaces « standards ».

Définition 1.1 (Espace standard). On appe]]e espace de pmb:lbilité standard (ou
« espace standard ») un triplet (X, B, ) tel que

— X est un espace métrique complet séparable;

— p est une mesure de probabilités sur X;

— B est lalgebre des Boreliens associce a p.

Dans la suite, sauf mention explicite, tous les espaces de probabilités seront donc supposes

standards.

Exemple r.2. Soit X:= [0,1] muni de p = Leb et B la tribu des boreliens assocics.

Theoreme 1.3 (Un espace pour les gouverner tous).
Tous les espaces de probabilités standards (sans atomes) sont isomorphes a
(0,11, Leb, B) ot B est la tribu des Boréliens.

Intermede : pourquoi considérer uniquement des espaces standards?

celleux qui auraient eu la méme question existentielle que moi.)
L'idée est que 'on veut travailler avec des espaces satisfaisant les deux points suivants
— On veut que 1’espace X contienne « autant d’information » que la G—algébre dont X est
muni.
Ce n'est pas le cas par exemple si X = [-1,1] et qu'il est muni de p = Leb et A =
{A € A : A=—A}. Une telle o-algebre est trop « petite » et ne donne pas une bonne
approximation de X.
On cherche donc a travailler avec une o-algebre suffisamment « grande », pour avoir «
un grand nombre » d’ensembles mesurables.
— On veut tout de méme que L?(X, A, p) soit séparable, c’est-a-dire ne soit pas « trop
gros ». On ne peut donc pas choisir A trop « grande ».

Le bon équilibre équilibre est trouvé lorsquon travaille avec les espaces standards.
q q q P
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Pour étudier un groupe via ses actions sur un espace de probabilité, on a be-
soin d’actions qui préservent la structure de notre espace — clest a dire, qui pre-

servent la mesure.

rLr2 Actions p.m.p

Deéfinition 1.4. Soit G un groupe agissant sur un espace standard (X, ). On dit

que G 7 X est une action p.m.p. (pour « préservant une mesure de probabilite »)

S1
YgeG VBeB pu(gB)=B.

Exemple 1.5 (Rotations). Soit X le cercle unite muni de B la o-algebre des Boreliens et u = Leb.

Soit 0 < p < 2mt. On dispose d'une action Z 7 X, illustré en figure 1 et donnée par
vmeZVz=e® ¢ X m-z=el@me),

Laction de 1 € Z correspond a 'action de la rotation d’angle p sur le cercle unite.

1-U

FIGURE 1 — [llustration de exemple 1.5

Lexemple suivant est l'exemple central pour ce mini-cours.

Exemple 1.6 (Odometre). Considérons {0,1} muni de la probabilite uniforme et soit X :=
{0, N muni de la mesure produit. Un élément de X est donc une suite (x;)ie telle que x; €

{0, 1}. Pour tout x = (xi)ien € X, on définit
io(x):=min{ie N : x; #1}.

Par exemple si x = (0,1,0,1,0,0, ) alors ip(x) = 1 car xo = 0 et x; = 1. On dispose alors d'une

action de Z sur cet ensemble, définie par

;o .
x; =0 Vi< ig(x)
— (~/ N
T (xi)iew = (x{)i ou X () =1
x' =% Vi > 1(x).
Pensez a 'addition en base 2. Le coeflicient x;, est celui qui « absorbe » la retenue.

Exemple 1.7 (Odometres plus généraux). Soit n € N et soit Xo = {0,...,n}. On definit de

-\ . . . .
maniére similaire une action de Z sur X := XY
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Exemple 1.8 (Décalage de Bernouilli). Soit (Xo, Bo, po) un espace de probabilite standard et
soit G un groupe dénombrable. On pose X := Xg muni de la mesure produit. Un élément de
X est donc une suite (xg)geg OU x4 € Xo pour tout g € G. On dispose alors d’une action de G
sur X définie par

VyeG V(Xg)geG ex v (Xg)gEG = (Xvilg)geG )

Une fois bien pos¢ le cadre nous pouvons chercher a classifier les différentes
actions. La premiere information a laquelle on peut s'intéresser et la partition en

orbites.

1.2 Equivalence orbitale
.20 Définition

Soit G ™ (X, ) une action p.m.p. L'action est essenticllement libre si pour tout g € G et
pp-x € Xonag-x=xssig=-eg. SiH™ (X,p) est une deuxieme action p.m.p., on dira que
les deux actions ont « les mémes orbites a ensemble de mesure nulle pres » s'il existe X* C X

tqu(X*)=Tetpp.xe X*onaG-x=H-x.

Définition 1.9 (Equiva]ence orbitale). On dit que G et H sont orbitalement
¢quivalents (OF) §'il existe un espace de probabilité standard (X, ) sur lequel G et
H agissent essentiellement librement, en préservant la mesure et avec les mémes

orbites (a ensemble de mesure nulle pres).

Exemple r.10 (Odometre dyadique). Considerons G = Z et H = Z2.

Espace de probabilicé Soit {0, 1} muni de la probabilité uniforme et soit X := {0, 1IN muni de
la mesure produit. Un ¢lément de X est done de la forme (xi)i¢p avee x; € {0, 1}

Actionde Z 11 s'agit de l'action definie dans Pexemple 1.6.
Soit (xi); € X. Sixy = 1 pour tout , alors on pose 1-(xi)i = (0,0, ... ). Sinon, soit ig le pre-
mier indice i tel quex; = 0, c’est-a-dire tel que (xi); s'eerit (xi)i = (T, .y 1,0, X4, Xig 115 )

On definit alors Paction de 1 € Z sur (x;); (notee aussi « T(xy) ») par
T (1 ey 1,0, X041y e ) = T(1y ey 1,0, X041y 00 ) 7= (05 00y 0y 1y Xi g7y oo )
» Penser a 'addition de 1 en base 2. Le coefficient x;, correspond au chiffre qui absorbe
la retenue.
Action de Z? Soit (xi);c € X et définissons 'action de (1,0) sur (xi);.
On pose (voir aussi figure 2)
(1 ) O) : (])X1 ) 1)X3> ey ])XZifl ) O) X2i41y e ) = (O)XI »O»XS) [IN) O)XZifl ) ])Xli+1 y oo )

Laction de (0,1) est définie de maniere analogue sur les coefficients impairs

(0, ]) . (Xo, ],Xz, 1,X4,... y 1,X21,0,X2(i+]), ) = (Xo,O,Xz,O,X4, ...,0,X2,’,,],X2(i+1), )
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Les deux actions ainsi définies sont orbitalement equivalentes : deux ¢léments de X sont dans

la méme orbite si et seulement s'ils différent d’'un nombre fini de coefficients.

(X/Zi)i
I
(x21)i — Tlx2i)i N

FIGURE 2 — Action de (1,0) sur X

Remarque .11 (Odometres plus généraux). Ecant donnée une suite (kn)nep dentiers supé-
rieurs ou égaux a2, posons Q = [ [,,en{0y ..., kn}. Comme précédemment, on peut définir une

action de Z et une action de Z? sur Q. Ainsi, soit i € N et x; < ki, on a
T (Koy Ky vy Kim 1y Xy Xige 1y e ) = (0 ey 0y X5 4 Ty X415 00 )

Laction de Z? est définie de maniere analogue a exemple 1.10. Ceci donne 4 nouveau une

¢quivalence orbitale entre Z et Z2.

Ces groupes sont des cas particuliers de groupes moyennables.

122 Groupes moyennables

Etant données Sg une partie génératrice finie de G et F € G une partie finie, on appelle
bord de Fl'ensemble 95, F:={g € F : 3s € Sg, sg ¢ F}. On dit que G est moyennable s'il existe
une suite F, C G de parties finies de G tq. [s¢ Ful/IFnl — 0. La suite (Fn)n est appelée suite

n—oo
de Folner. La famille des groupes moyennables est une famille tres riche géométriquement,
présentant des groupes aux comportements trés variés. A titre d’exemple, on y trouve aussi
bien des groupes a croissance * polynomiale — tels que Z4 ou le groupe de Heisenberg — que des
groupes a croissance exponentielle — comme les groupes d’allumeur de réverberes (Z/mZ). Z
ou les groupes de Baumslag-Solitar BS(1,n). C'est totalement I'inverse, du point de vue de

I’équivalence orbitale :

Théoreme 1.12 (Ornstein-Weiss [OW&7]). Tout groupe moyennable infini

dénombrable est orbitalement équivalent alZ.

Remarque 1.13. En fait Ornstein-Weiss montrent dans [OW&7] n'importe quelles deux ac-

tions libres, ergodiques et p.m.p. de groupes moyennables infinis sont OE.

Ainsi, qu'il s'agisse du groupe de Heisenberg, d’un allumeur de réverberes ou de Z2, tous

sont ranges dans la méme classe d'¢quivalence : la classe de Z.

Ainsi la relation d’equivalence orbitale n'est-elle pas sensible a la geometrie.
Cest dans le but d’affiner cette relation, afin de distinguer les groupes moyen-

nables, que sa version quantitative a ¢té¢ introduite.

. [ ..
2. Voir définition 2.10
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2 %antiﬁcation et géométrie

2.1 Equiva]ence orbitale quantitative
2.1 Graphe de Schreier

Idée Représenter 'action de G sur X par un graphe et munir ainsi X d’une distance.

Définition 2.1. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X et soit Sg une partie
genératrice finie (symétrique) de G. Le graphe de Schreier associé, noté (X, Sn),
est le graphe ayant pour :

— Ensemble de sommets X

— Ensemble d’arétes {(x,s-x) | x € X, s € Sgh

En fixant a 1 la longueur d’'une aréte on munit (X,Sg) d’une distance notée ds, ou la

distance ds, (x,x’) entre deux sommets x et x’ est la longueur du plus court chemin les reliant.

Exemple 2.2 (Graphe de Cayley). Soit G := (Sg). Le graphe de Cayley de G, note (G, Sg), est
le graphe dont 'ensemble des sommets est I'ensemble des ¢léments de G, et ou deux arétes
relient deux ¢léments g,g' € G ssi il existe s € Sg tq. g = s - h. Quelques exemples sont
représentés en figure 3. Le graphe de Cayley (G, Sg) est le graphe de Schreier associ¢ a 'action

G sur X = G par translation a gauche.

Graphe 1 (Z,{+1})

900000000

Graphe 2 (Z%,{(0,1),(1,0)}) Graphe 3 (F2,{a, b})

FIGURE 3 — Exemples de graphes de Cayley

Exemple 2.3 (Retour sur 'odométre). On considere Paction Z =~ {0, 1N définie en exemple 1.6
ct on munit Z de sa partie genératrice usuelle S = {1}. Soit z := (0,0, ... ) I'¢lément de X dont

tous les coefficients valent 0. Erudions son orbite sous 'action de Z. On a :

25 (1,0,0 ) 15 (0,1,0,0 ) s (1,1,0,0..) 15 (0,0,1,0, ...} 5 (1,0,1,0, ...) ...
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Pour tout m € Z notons zy, := m-z. On obtient ainsi le graphe de Schreier de Porbite Z - zo

représenté en figure 4. Le graphe de Schreier complet sera une union disjointe de composantes

FIGURE 4 — Graphe de Schreier d’'une orbite de l'odometre

connexe, chaque composante connexe ¢tant une copie du graphe de Z - zo.

Cette derniere remarque est en fait vrai dans un cadre plus géneral :

Remarque 2.4. Si Paction G ™ (X, ) est libre alors :
» Le graphe de Schreier d’une orbite est isomorphe au graphe de Cay]ey
de G.
» Deux éléments de X sont dans la méme orbite ssi ils sont dans la méme

composante connexe de (X,Sg).

Vers la quantification ~ Soit h € H et x € X. Par definition du graphe de Schreier, les
sommets x et h - x sont a distance 1 dans (X, Sy). En revanche dans (X, Sg) la distance entre
ces deux sommets n'est pas necessairement ¢gale a 1. Par exemple, dans la figure 5 les sommets
x et h-x sont a distance 1 dans le graphe de droite (X, Sy). En revanche ces mémes sommets,

clest-a-dire ces mémes ¢léments de X, sont a distance 2 dans (X, Sg).

dsc(x,h-x) =2

(X,Sc ={+g} (X, Sy = {£h})
FIGURE 5 — Vers la definition de la quantification : comparaison de graphes de Schreier
Lorsque G et H sont OE sur (X, ) la valeur de ds, (x,h - x) est finie pp. x € X (a chaque
orbite correspond une composante connexe dans le graphe de Schreier). Etant donnés g € G

et h € H, on dispose alors de deux applications distances a valeurs finies : x — dsg (x,h - x) et

x = ds,, (%, x).

Pour affiner 'OE on peut exploiter la mesure dont on dispose sur X et cher-

cher a quantifier P'incegrabilice des applications distance précedentes.

2.1.2  Définition et exemples

Bader, Furman et Sauer [BFS13] ont introduit la notion d’¢quivalence orbitale intégrable.

Ceci correspond au cas ot les applications distances x - ds (x,h-x) et x — dsg,, (x, g - x) sont
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L' pour tout g € G et h € H. Cette definition a ¢t¢ e¢tendue par Delabie, Koivisto, Le Maitre
et Tessera [DKLMT22] a un p]us ]arge pane] d’intégrabi]ités.

Soient donc @, : Rt — R* deux fonctions croissantes.

Définition 2.5 ([DKLMT22]). Soient G,H deux groupes OE sur un espace de
probabilités (X, ). On dic que I'équivalence orbitale est (¢,1)-integrable de G
vers H si pour tout g € G et h € H il existe Cq,Cn > 0 tels que

J;( (p(ngsH(x, g- x))du < 00 J 11)(Chd5G (x,h-x))du < 0. (1)

X

Si ds,, (x,g-x) est bornée presque partout, on dira que I'OE est (L, ‘]—intégr:lble.

Les constantes Cg, Cr, dans la definition sont introduites pour que la valeur de P'incegra-

bilti¢ ne dependent pas du choix de partie géncratrice.

Notation 2.6.

— Lorsque ¢@(x) =xP on remplacera @ par LP.
En particulier, pour ne requérir aucune condition d’intégrabilité sur une application
distance on la supposera L°. Ainsi, si 'on s'intéresse seulement a lintégrabilicé de la
premicre distance, on parlera de (¢, L%)-integrabilice.

— Si ¢ ~ ¥ on parlera 'OE @-integrable — au lieu de (@, ¢)-integrable.

— On abrégera parfbis « ]’équivalence orbitale est ((p,lj))—integrab]e de G vers H » en
« G (@, )-OE H ».

Remarque 2.7.
— Toute OE (¢, )-intégrable de G vers H est (), ¢)-intégrable de H vers G.
— Plus @ croit vite plus la condition est forte. Par exemple :
(L', L%)-integrable implique (L'/2,L°)-integrable qui implique (log, L°)-integrable.
— Si @ X alors toute OE ((p,lb)—intégrab]e est (p—intégrable.

Pour aller plus loin : cocycles et quantification

(Ce qui suit sert a faire le pzn‘;l]l(‘]c avec le lzmgngc des COC)‘C]CS, pour celleux ayant "habitude

Soit (X, u) un couplage d’¢quivalence orbitale entre G et H. Les actions de G et H sur X ¢tant
libres, pour tout g € G et presque tout x € X il existe un unique ¢lement ¢(g,x) € H tel que
g-x = c(g,x)-x. De maniere analogue, pour tout h € H et p.p. x € X il existe un unique ¢lement

¢/(h,x) € G tel que h-x = c’(h,x) - x. Ceci définic done deux applications :
c:GxX—=H et ¢’:HxX— G,

qui sont les cocycles associes au couplage.
Notons que ds,, (x,9 - x) = [c(g,x]|s.. Ainsi, l’équiva]ence orbitale est ((p,lj))—intégrab]e
(de G vers H) si pour tout g € G et tout h € H il existe Cg,Cp > 0 tels que les applications

suivantes sont intégrables :
x— @ (Cgc(g,x)) et x> (Cre(h,x)).

10
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Groupes de type fini  Travaillant avec des groupes de type finis, nous utiliserons tres souvent

le lemme ci-dessous pour établir des quantiﬁcations.

Lemme 2.8 (Groupes de type finis et quantification). Si G = (Sg) et H = (Sy)
avec Sg, Sy deux parties génératrices finies, alors 1’équivalence orbitale est
(¢, P)-incégrable (de G vers H) si pour tout s € Sg, s € sy, il existe Cg,Cr >0 tels

que Pequation (1) soit satisfaite.

Exemple 2.9 (Odometre dyadique). Considérons les actions de Z et Z2 sur X = {0, 1N définies
dans 'exemple 1.10 et montrons que — pour tout & > 0 — elle est (@, )-incégrable de Z vers
7?2 pour ¢(x) =x*/log(x)'"¢ et P(x) = x"/2/log(x)"*.
On note Sy :={1} et S, ={(1,0), (0,1)} les parties génératrices usuelles de Z et Z? respective-
ment.

» Premicre intégrabilité. Pour commencer, on cherche (x,y) € Z? tel que (x,y) - x =1"x.

Pour tout i > 0, on pose
Aii={(x)jen : x5 =1Vj<1i, etxy =0}.

On a X ={(1,1,..)} U U;A;. Notons que p(A;) = 1/217 pour tout i > 0. On distingue alors

deux cas. Six € Ay; alors

Tox=1-(1,T,u, 1,0 ,%001,)=(0,0,0ey 0, 1 %2051,

Xo X1 X2i—1 X21i x/o x/] X/2i7-| XZi
On cherche ainsi (u,v) € Z? tel que
(U,O)'(ij)]' :(Q»Q»"-a /O ) ])---)»
Xo X2 X2(i—1) *21
(0,9) (x2551); = (0, 0yeey 0, X2i41 )
X7 X3 X2i—1
Cest-a-dire, tel que
(w0)-(1,1,...;, 1 ,0..) :(Q’Q"">,O ,],...),
X0 X2 X2(i—1) X2i Xy X5 X5(1—1) X2i
Ov) - (1, 15y 1T X041, ) :(Q»Q»---) ,O X244 Ty wee )
X1 X3 X2i—1 X7 X3 X211
Pour la premiére éga]ité, u = 1 convient 3. Pour la deuxieme éga]ité, prendre v=—2t-1)

convient 4 Ainsi
ds, (x,1-x) = ](1,—(2i — 1))]22 =2t

Six € Az, alors

]'X=1'(1,1,..., 1 y 0 ,xzi+2,...):(0,0,..., 0, 1 ,X21+2,...).
Xo X1 X240 X2i41 Xo X X5y Xhiig

3. Pour le voir plus facilement, penser a 'addition en base 2.

4. Pensons-y en terme d’addition en base 2. La valeur a 'indice 2i + 1 (et toutes celles qui suivent) devant
¢tre préservée, on ne peut pas engendrer de retenue ici. On va donc chercher a faire agir un nombre négatif,
permettant de passer du nombre s’écrivant x1x3 ... x2;—1 = 11... 1 en base 2 (jie. 2t — 1) 2 0.

II
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On cherche ainsi (u,v) € Z2 tel que

(‘LL,O)'(XZ)')]' :(Q»Qa---) (,))X21+2---))
Xo X2 X2i
(O»V)'(X2j+1)j :(Q)Q)-") /O ) ,1 yoee )
X7 X3 X2i—1 X2i41
Cest-a-dire, tel que
(LL,O) : ( 1 ) 1 y ey 1 aX2i+2---) = (Qs Q»---) (,) )X21+2---))
Xo X2 X2i Xy X5 x5
OV) - (1,1, T, 0 yr) =(0,0,0; 0, 1 ).
X1 X3 X2i—1 X2i+41 x) x4 Xhi 1 Xhi
[ciuw=2""—1etv=1conviennent. Donc ds, (x,1-x —‘ (21T —1), )’ZZ =211 Et ainsi
o(dtx - 0)dn=Y | o(dnm0)dr Y [ o(dsi0)dn
Joo(esmrm)an=3 | o(ds01-0) ZA( )
= e@YuAn)+ ) @2 u(Azn),
i>0 i>0
— (P 21 —(2i+1) + (P 21+1 2 2(i+1)

En prenant ¢ > 0 et (x) = x?/log(x)'*¢ on obtient la premicere intégrabilité. Il reste main-

tenant a ctudier I'action des genérateurs de Z2.

» Deuxieme intégrabilicé. Erant donné x € X, on cherche a déterminer m € Z tel que

(1,0) - x = m - x. Pour cela, décomposons anouveau X en X = Llj>oB; ou
B; = {(Xj)j X2y = 1,Vj <ietxy = 0} .
Notons que u(B;) =2~ Soit i > 0. Si x € By, alors

(1,0)'7(:]'(],X],l,)@,..., 1 ,XZ'L,],XO,XZ'LJH,...),
X2 2i

X0 2(1i 1)
:(Q)XUQ)XS)'") , 0 yx2i-1, ] y X204y eer )
Xo X2 X2(i—1) X2i
En identifiant les elements de X aux entiers en base 2 qu'ils encodent, on cherche donc m € Z

tel que

2(i—1)

m+ Z 7)+ZX2 Jr122)+1 _22L+ZXZ+]22]+1

j=0
Ainsi,
. 1 2 1
— 2t N 922t g2t gy = S92 L < 920
m= E =2 3(2 1)—32 +3\2

j=0

Dou ds, (x, (1,0) - x) = |m| < 224,

[ (as, 000,00 )= 3 | (s, 000,00 )= 3 w22t

12
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Pour tout &, si P(x) = x'/2/log(x)"*¢ alors la somme précédente est bien intégrable. Ce qui

montre 1’intégrabi]ité voulue pour le générateur (1,0). Le cas de (0, 1) est ana]ogue.

Felicitations! Vous avez survecu jusqu’a la fin de la preuve ! Nous vous offrons du réconfort

avec un chatons.

i

C )
N
4w

Pour aller plus loin : d’autres formes de quantification

On travaille ici avec une quatification mesurant l'intégrabilite des applications distance.
D’autres types de raffinements de 1’équivalence orbitale sont possibles. Par exemple Kerr et
Li définissent 'OE Shannon qui s'intéresse aux entropies de partitions associces aux cocyles.

On renvoie a [KLz21, KL16] pour plus de détails.

Le but étaic de rendre 'OE sensible a la géométrie. On se propose mainte-
nant d’¢tudier le comportement de certaines informations géometriques sous OE

quantitative.

r I . .
2.2 Geometrie et quantlﬁcatlon

Les deux informations geométriques que nous considérons ici sont la croissance et le

profil isopérimetrique des groupes.

2.2.1 Croissance

Définition 2.10. La croissance du groupe G est la fonction définie par

Va(R) := [Bs, (e, R)].

Exemple 2.1. — Vz4(R) ~ R4
— SiG=(Z/2Z): Z alors VG (R) ~ exp.

— Si G est non-moyennable, alors Vg ~ exp.

Bowen montre en annexe de [Aust6] que la croissance est invariante par ¢quivalence or-

bitale L'-intégrable. Ce resultat est ¢tendu aux OE (¢, )-intégrables par [DKLMT22].

5. CC-BY David Revoy https://www.peppercarrot.com/extras/html/2016_cat-generator/
index.php
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Théoreme 2.12 ([DKLMT22, Théoreme 3.1]). Soit ¢ une fonction croissante,
sous-additive telle que ¢(0) =0. §'il exsite une OE (¢,L%)-integrable de G vers H
alors

Ve (R) X V(e ' (R)).

Remarque 2.13 (Limites d’applications). Lhypothese de sous-additivite force ¢ ane pas croire
« trop vite ». Le théoreme précédent ne donne une réelle obstruction quentre deux groupes a
croissance différentes et uniquement du « gros groupe » vers le « plus petit ». Ceci est discute

plus en détails dans la remarque 2.20.

Application 2.14. Soitd > 1 et G = Z4. Soit H = Z. Dans ce cas Vg (R) ~ R% et Viy(R) = R. §'il

exsite une OE (¢, L°)-intégrable de G vers H, le théoreme implique alors :

R4~ VG(R) <X ¢ '(R).
1/d

Ainsi @ ne peut pas croitre plus rapidement que x — x '/

Application 2.15. Soit G = (Z/2Z)1Z et H = Z. Dans ce cas Vg(R) ~ exp(R) et Viy(R) ~ R. §'il

exsite une OE (¢, L°)-intégrable de G vers H, le théoreme implique alors :
exp(R) ~ VG(R) X ¢ '(R).
Ainsi ¢ ne peut pas croitre plus rapidement que log.

2.2.2 Isopérimétrie

Définition 2.16. Le profil isopérimétrique de G est défini comme

Ig(x):= SUP|A|<x |A|/|0A]

Exemple 2.17.
— Soit d € N*, alors I7a(x) ~x/4.
— Plus généralement, si G est un groupe a croissance polynomiale de degré d — clest-a-dire
si Vg(R) ~ R4 — alors Ig(x) ~ x4 [Couoo].
— SiG=2Z:(Z/2Z) alors Ig(x) ~ log(x).

— Pour des groupes a profil prescrit, voir les produits diagonnaux de [BZ21].

Remarque 2.18. G est moyennable si et seculement si limp_, 400 Ig(x) = +00.

Théoréme 2.19 ([DKLMT22]). Si G (@, P)-OF H et si @ et t/@(t) sont croissantes
alors

poly XIg.

Remarque 2.20 (Intégrabilice a croissance rapide).

» Ce théoreme ne s'applique pas si ¢ croit plus rapidement que 'identité.

14
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» Cependant si ¢’ X @, alors toute OE (¢, L°)-integrable est (¢, L°)-intégrable
En particulier (L%, L%)-intégrable = (L', L°)-inctegrable = Iy X Ie.

Exemple 2.21 (Obstruction de Z2 vers Z). Si G = Z? et H=Z alors Ig(n) ~n'/? et Iy(n) ~ n.
Supposons qu'il existe une (¢, L°%)-OE de G vers H.

Dapres la remarque precedente, si id < @ alors 'OE est (L', L%)-intégrable. Le theo-
reme 2.19 implique alors n ~ Iy (n) < Ig(n) ~ n'/2] ce qui est absurde. Donc ¢ < id.

Si ¢ < id, alorsle theoreme precedent donne qu'une equivalence orbitale (¢, L°)-intégrable
de G vers H doit vérifier @(x) < x/2.
Conclusion : Une OE (¢, L°)-integrable de Z2 vers Z verifie o L'/,

De maniere analogue, si n > m alors une OE (¢, L%)-integrable de Z™ vers Z™ verifie
e(x"™) X x"/™ et donc @(x) X x™/™.

Remarque 2.22 (Asymétrie). Si Iy < Ig, alors toute fonction croissante ¢ telle que t/¢(t)
croit, verifie ¢ o Iy < Ig. Ainsi, le théoreme ne donne aucune obstruction sur I'integrabilite
du groupe au profil le plus rapide vers le groupe au profil le plus lent.

Par exemple, dans le cas ot G = Z et H = Z2, on a bien I (x) = x'/%2 < x = Ig(x). Le theoreme

ne fournit donc aucune borne a I'intégrabilite de Z vers Z2.

Remarque 2.23 (Groupes non-moyennables). Si G et H sont non-moyennables, alors leur

profil isopérimétrique est borné. Ainsi Ig et Iy sont asymptotiquement ¢quivalents a une
14 \ 14 14

constante. Dans le cas non-moyennable, le théoreme précedent tel quel ne donne donce au-

cune obstruction. Dans [EH24] nous obtenons avec Camille Horbez une premiére extension

de l'obstruction au cadre non moyennable des produits graphés. On renvoie a I'annexe A pour

plus de details.

Pour aller plus loin : d’autres invariants  Austin [Aust6] montre que deux groupes virtuelle-
ment nilpotent et L'-OE ont des cones asymptotiques bi-Lipschitz ¢quivalents. Das [Dasz2s]

s'intéresse au comportement de la cohomologie ¢P sous L9-OE avec q > p.

Bonus : Rigidite L'

On vient de voir que le type de croissance ainsi que le profil isoperimetrique ¢taient
preserves par ¢quivalence orbitale L'-intégrable. On termine ce panorama sur d’autres phe-

nomenes illustrant la rigidice de Péquivalence orbitale L.

Actions de Z  Soient Ty et T, deux transformations ergodiques, preservant la mesure sur

(X, ). Ceci induit done deux actions de Z sur (X, p), ot pour i € {1,2} on pose :
vme Z,ppxeX m-x=T"(x).

Définition 2.24. On dit que Ty et T; sont
— conjuguces, s'il existe S une transformation préservant la mesure deéfinie sur (X, p) telle
que STy =T,S.

— [lip conjuguées, si ou bien Ty est conjuguée a T, ou bien Ty est conjuguce a T; .

15
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Théoreme 2.25 (Belinskaya [Bel68], Carderi-Joseph-Le Maitre-Tessera [CJLMT23]).
Soient Ty et T, deux transformations ergodiques, préservant la mesure sur (X, p).
Belinskaya S'il existe S une transformation préservant la mesure definie sur (X, p)
telle que il existe un (L',L°)-OE de ST;S" vers Ty,
alors Ty et T, sont flip conjuguées.
[CJLMT] Ce resultat est optimal.

Plus précisément, dans [C] I,M'l‘zg] les auteurs montrent le résultat suivant.

Théoréme 2.26 (Carderi-Joseph-Le Maitre-Tessera [CJLMT23]). Soit ¢ : Ry — R4 une fonc-
tion sous-lincaire et soit Ty une transformation ergodique de (X, p), préservant la mesure.
Alors il existe
— T,, une transformation ergodique de (X, ), preservant la mesure;
— et S une transformation de (X, p) preservant la mesure;
telles que
— il existe une ¢quivalence orbitale (¢, L°)-intégrable de ST S~ vers T,

— et telle que Ty et T, ne sont pas flip conjuguces.
Cadre non-moyennable L’un des premiers résultats hors du cadre moyennable est db a
Bader-Furman-Sauer.

Theoreme 2.27 ([BFS13]). Soitn > 2. Tout groupe G qui est L'-OE a un réseau de SO(n, 1), est

virtuellement isomorphe a un réseau de SO(n, 1).

Plus récemment, des résultats ont ¢te obtenus par Horbez et Huang pour les groupes

d’Artin a angles droits

Theoreme 2.28 ([[HF23]). Soit Ar un groupe d’Artin a angle droit tel que Out(Ar) soit fini.
Soit H un groupe dénombrable a torsion bornée.
Sl existe une ¢quivalence mesurée (L', L%)-intégrable de H vers Ar,

alors H est de type fini et est quasi-isométrique a Ar.

3 Suites pavantes et quantiﬁcation

Dans cette section G et H désignent des groupes moyermables. Le but ici est de présenter
un outil de construction et quantification d’¢quivalence orbitale. Ce qui suit repose princi-

palement sur [DKLMT22, Section 6].

3.1 Suite pavant un Folner
3..1  Définition

Exemple introductif Soit G = Z et soit T, := [0, ...,2" — 1] € Z. Alors
— La suite (Ta)n est une suite de Folner de Z.
On a 9T, ={0,2™ — 1} donc [0T,|/[Tnl = 2/2™ — 0.

— De plus Tn1 se décompose en deux copies disjointes de Ty, (voir aussi figure 6) :
Thyr =1[0,...,20 =11 [2“,2“+1 —1=T, U2+ T,)
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0+[0,2" — 1] 274[0,2" — 1]

|

TnJrl = 277,+1T‘n = {()7 QH}Tn

FIGURE 6 — Suite pavant un Folner de Z

En notant I, := {0,2"}, ceci se rééerit Tniq = Zniq + Tn. La suite (Zn)n est une suite

pavant un Falner, dont la définition pour n'importe quel groupe moyennable est la suivante.

Deéfinition 3.1. Soit £, C G fini pour tout n € N.

Soit To:=Xp et Tn+1 = Zn+1Tn.

On dit que (Zn)nen est une suite pavant un Foelner (2 droite), ou suite pavante, si
— (Tw)nen est une suite de Folner a droite, ie. [9s, Tnl/|Tnl e 0,
— Et Tn+1 = ugeerH O‘Tn.

Dans la suite, on appellera T, une tuile.

Remarque 3.2 (Unicite de la décomposition). Pour tout ¢lement g € Ty, il existe une unique
suite (01)i=o0,..n telle que g = 0 -+ 0p €t 03 € Ly, Vi€ {0,..,n}.
3.2 Exemples de suites pavantes

Exemple3.3. Sid € N* et G = Z% alors la suite (£,,)y définie pour toutn € N par £,, :={0,2™}¢

est une suite pavante. Les tuiles associces verifient Ty, = {0, ..., 2™ —1}4 pour tout n € N.

e e e 0.0 0 00
EEEENEEE

EEEEEEREE

R EEEER

e e 0 @ ©o0coc e e e

o o o ° © 00 00 0 @

e e © ole o ©c o e e e o o o
) ©c oo o oo e o e e e e

FIGURE 7 — Suite pavant un Felner de Z2

Exemple 3.4 (Allumeur de réverberes). Soit G = (Z/mZ). Z.
Un ¢lement de G est donce de la forme ((ei)icz,t) avec t € Z et &5 € Z/mZ pour tout i€ Z.
On definit Zo := {((1)ie7,0) € G | supp(ei) ={0}}. Et pout tout n € N on note

Tni1 :={((e)iez,0) € G| supp(ei) C 2™, 2™ —1]}
U {((e1)icz,2™) € G [supp(ei) € [0,2™ —1]}.
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Ainsi T = {((e1)iez,t) € G | supp(eq) € 10,2 — 1] et t €{0,...,2" " — 1}}. [lustrons ce
pavage dans le cas ou n = 1 (represente en figure 8). Soit ((1)iez,t) € Ty et ((€})iez,u) € L2

et notons g I'¢lément de T, defini par

g= ((Ei)ielat) ((E/i)iEZ)u) .

— Siu = 0 alors (par définition de £5) on a supp(e}) C [2,3]. Dans ce cas, I'élément g est
réprésenté sur la figure 8a et son curseur appartient a 'intervale hachuré en bleu.
— Sinon, u = 2 et dans ce cas supp(e}) C [0, 1] et I'elément g est represente sur la figure 8b

€ son curseur appartient a l'intervale hachuré en bleu.

T] T1
! ‘\ i
I
€5 ! €5 T, 2 E €] T
o wrrrrrsss| | oorrrrrrrrrrrrrrsss
s S | % % g } % | | g
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) Cas 1 (b) Cas 2

FIGURE 8 — Representation d'un ¢lément de T, dans l'exemple 3.4.

3.2 Quantification et pavages

Utilisons maintenant ces suites pavantes pour construire et quantifier des ¢quivalences

orbitales.

3.2.1 Critere de quantiﬁcation

Définition 3.5. Soient (Rn)nen €t (en)nen deux suites telles que Ry >0 et en >0

pour tout n € N. Si (Z,)n est une suite pavante vérifiant, pour tout n € N,
diam(Tn) =R, et |aSGTn|/‘Tn‘ = €&n

on dira que (Zn)nen €st une (R, eq)-suite pavant un Folner.

Exemple 3.6 ((DKLMT22]).

— Soit G = Z% et pour tout n € N posons Z,, := {0,2"}4.
Alors (Z)n est une (d2™1,2-<*1))_suite pavant un Folner.

— Soit G = (Z/mZ ) Z. La suite (£,)y définie en exemple 3.4 est une (Ry, en)-suite pavant
un Folner avec R,y = (m+1)2" et ¢, =2/2" =2 n+1,

18
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Propriété 3.7 ([DKLMT22]). Soient G et H deux groupes moyennable. Soient
— (Zn)n une (Ry, &q)-suite pavant un Felner de G et
— (Zh)n une (R}, eh)-suite pavant un Felner de H.

Si |[Zn] =24l pour tout n € N, alors G et H sont OE sur X = [Licn Zn- Si de plus

(@ (2R/n) (En—1 — 8“))neh\|

est sommable, alors 'OE de G vers H est (¢, L%)-integrable.

Démonstration. Action de G Soit ()5 une (Ry, €q)-suite pavant un Felner de G. Pour tout
n € N, on munit Z,, de la mesure de comptage normalisée. Soit X := [],,.)y Zn muni de
la mesure produit, notée p.
On rappelle que si (xn)n € X, alors xi %o € Ty pour tout k € N.
Soit maintenant g € G. Comme (T, )y est une suite de Folner a droite, il existe kg € N
tel que xy, ...x0g € Ti,. Prenons kg minimal pour cette propricee. Il existe (x})o<i<k,
telle que

Xkg o X0g = x%g e XG et Vie{0,..,kg} xi€Z;

Pour presque tout (xn)n € X, on definit alors g+ ((xn)nen) = (X ey Xy Xko 15 - )-

Enfin, cette action est libre et préserve la mesure p. Enfin, deux ¢léments sont dans la

méme orbite si et seulement s'ils different d'un nombre fini de coefticients.
Actionde H Si (Z},), est une (R, eh)-suite pavant un Folner de H, on definic X/ =[], oy Zh

qu'on muni de la mesure produit. L'action de H sur X’ est d¢finie de maniére analogue

\

a celle de G sur X.

Equivalence orbitale Pour tout n € N, fixons deux bijections
Vo T {0, Sl =1} et VT {0, T — 1),

Un tel choix fournit alors deux bijections tg : X = [T,,ep{0, o, [Znl — T} et uy : X' —
[Tnen{0y ey IZh] = 1} On note t:= iy’ o 1.
Si|Zn| = |Zn] pour tout n € N, alors H agit librement et en preservant la mesure sur X
via I'identification fournie par . Les actions de G et H sur X sont donc libres, préservent
la mesure et ont les mémes orbites.

Quantification Soit k € N et s0it (xn)nen € X. Sixk = xo € T\ T alors x =+ x0s € Ti. Donc

Xk =+ X0) et L(xk - Xps) appartiennent a T,. Ainsi

dsn(xk X0y Xk "'XOS) = dSH (L(Xk "'XO) ) L(Xk "'XOS))
-

H

< diam(T) < R
De plus, p{(xn)new € X [ xk = x0 € T\OTie } = 1 — .

Soit maintenant Yy := {(xn)n € X | Xk X0 € T\ Tk €t Xi_7 =+ X0 € 05, Ti—1}. En no-

tant d’abord que si xx_1 ... x0 € 95, Tk—1 alors xi ...xo € Zxds, Tie—1, puis que s T C

9
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T19s T 1, on obtient

Yi = {(xn)n € X[ xk X0 € Ti\OTy €t X7 X0 € ds¢ Tk—1}
={(xn)n € X[ x1 %0 € (T\0ss Tie) N (k05 Tie—1) }
= {(xn)n € X[ xc X0 € (Zk0s¢ Tim1) \0s¢ Tic }
= (Zk0s¢ 1) \0s T

Ainsi

1Y) =1 ((Z0s o Tiem1) \0s o Tie) = 1 (Zads o Tim1) — 1 (s T)
=|Z] - ‘aSGTk—l ‘/|Tk| — &k 1.

Mais [Ti| = [Zx] - [Tx—1] et donc [Zy] - ’aSGTk—1 ‘ /Tl = ‘asGTk—1’/\Tk—1\ = €}_1.
Ainsi p(Yy) = ex_1 — ex. Alors

[ o tasibos 2 dutx < @R + T | 0 (ds, (x5 x) dulx)
X kel Yk

< @(Ry) + Z @ (R}) (ex—1 — €x) -
keN*

3.2.2 Exemp]es d’app]ications et limitations
Les exemples suivants proviennent de [DKLMT22, Sections 6.2 et 6.3].

Exemple 3.8 (Couplage entre Z™ et Z™). Soient myn > 1 et soient G = Z™ et H=Z™. On

considere les suites suivantes (sous-suites de celles presentees en exemple 3.3)

Dans Z™ : Yivq = {0) zim)z . zim, ey (2m — 1)21111}“
T = 10,2t — 1

Dans Z™: %7, :={0,2"",2- 20" . (2n =120
T :=[0,2'" — 1™

Ces suites verifient |Z; = |Z{]. Ainsi, G et H sont orbitalement ¢quivalents sur X = [T; Z;. De
plus,

Ri = lemi & = 1/2““

Rl =m2"t gl =1/2m

Donc, d’aprés le critére d’intégrabilité donné dans la proposition 3.7, cette équivalence orbi-

tale est (@¢, P, )-intégrable pour tout e > 0, ou

Xm/n XI\/TTL

:W- ﬂ)e(x):]

@e(x) W
En particulier, POE est (LP, L9)-intégrable, pour tout p < n/m et tout ¢ < m/n.

Remarque 3.9 (Lien avec les odometres). Dans le cas ou G = Z? et H = Z on a [Z;| = 4 pour
tout i. On retrouve ainsi l'odomeétre decrit dans la remarque 1.11 avec ki = 3 pour tout 1, ansi

que la quantification obtenue dans I'exemple 2.9 .
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Exemple 3.10 (Couplage entre Z et un allumeur de réverbere). Posons G = Z/2Z,Z et H=17
et prenons comme suite pavante (Zn)n la suite définie dans exemp]e 3.4. Cette suite vérifie
1Zol =2 et [Zni1] = 222" pour tout n € N. Soit alors (Zi)n telle que I :={0,1} et

vneN L ={ime so<ig2-22n)

n+1 =

Alors |Z,] = |Z4| pour tout n. De plus Ty, =10, ...,2"2%" — 1} et
Ry~3-2M g, =20, RL<2m.22" gl —p-mtipo2

En appliquant la proposition 3.7 on obtient qu'il existe une équivalence orbitale qui, pour
tout € > 0, est (@, exp)-integrable Z/27, 7 vers Z ou

1+e¢

¢ (x) =log(x)/(logolog(x))

Remarque 3.11 (Optimalité des quantifications). D’apres le théoréme 2.19, les quantifications
@, des deux exemples precedents sont presque optimales.
— En effet, nous avons vu dans lexemple 2.21 que si n > m, alors toute (¢, L%)-OE de Z™
vers Z™ véritie @ < x™/™.
— Dans le cas d’'une OE entre Z et un allumeur de réverberes, le théoréme 2.19 implique
que si I'on a une (¢, )-OF de (Z/mZ): Z vers Z alors ¢ = ¢ o id < log.
Enfin, comme ¢voque dans la remarque 2.22, le théoreme sur le profil isoperimétrique ne
donne aucune borne a P'incegrabiliceé dans Pautre sens (ie. du groupe au profil le plus rapide

vers le groupe au profil le plus lent).

Limites des suites pavantes
» Condition de récursivicé : Le fait que Ty doit étre pavé par des cranslacés disjoints de T,

est assez restrictif et ne parait pas toujours possible a satisfaire.

Exemp]e 3.12. I nlest pas clair que G = 72X 5 Z admet des suites pavantes, ou A est lamatrice

2 1
A p—
1 1
» Condition |Z,| = [Z4] : Selon les groupes avec lesquels on travaille, il n'est pas toujours
I s . . A S 117 \ /
¢vident d’obtenir deux suites pavantes ayant méme nombre d’¢lements a chaque etape.

Une nouvelle technique permettant de palier ces problemes figure dans [DKT25] et est

exploitée dans [Esc2z2].
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A Produits graphes

On présente dans cette partie les résultats de classification de produits graphés obtenus
dans [EH24]. Notre résultat principal est un resultat de classification a equivalence mesuree.
Nous en deduisons d’une part une classification en quantitatif et d’autre part une classifica-

tion a commensurabilite pres.

Al Equivalence mesuree quantitative

Auar  Equivalence mesurée

Définition A.1. G et H sont mesurablement équivu]cnts s'il existe un espace
mesure (Q,m) sur lequel G et H agissent :

» librement et en préservant la mesure, et tq.

» les deux actions commutent, et

» chacune admet un domaine fondamental de mesure finie.

Exemple A.2.
— Deux réseaux dans un méme groupe localement compact sont ME.
En effet soient I, T deux réseaux d’'un méme groupe localement compact §. Conside-
rons (Q, m) := (G, Haar), espace sur lequel Ty agit par multiplication a gauche et T, par
multiplication a droite. Ceci fournit une ME entre I et .

— SiH < G est un sous-groupe d’indice fini, alors G et H sont ME.

Soient G et H deux groupes mesurablement ¢quivalents sur (Q,m), avec domaines fon-
damentaux respectifs Xg, Xn. On note « ¥ » les actions de G et H sur Q. Pour tout ge Get
presque tout x € Xg, on note c(g,x) I'unique ¢lément de H tel que c(g,x) *x g *x € Xy (voir
figure 9) et g-x I'¢élément (g, x) xg*x € Xy. De manicre analogue, pour tout h € H et presque
tout x € Xg on note ¢’(h,x) I'unique ¢lement de G tel que ¢/(h,x) * h* x € Xg. Ceci definit
deux applications

c:GxXy—H ¢’:Hx Xg — G,
appelées cocycles d’équivalence mesurée.

Notons que ces cocycles dépendent du choix de domaine fondamentaux. Ainsi, si G et H
sont mesurablement équivalents sur (Q, m), avec domaines fondamentaux respectifs Xg, X,
on appellera couplage d’¢quivalence mesurée (de G vers H) le quadruplet (Q, m, Xg, Xn), afin

garder trace du choix de domaines fondamentaux.

Lien avec Péquivalence orbitale Le résultat suivant montre que I'équivalence orbitale est

une notion plus forte que I'équivalence mesurce.

Proprié¢té A3 (voir [Gabos| ou [Furii]). G et H sont OE si et seulement s'ils admettent une

¢quivalence mesurée ou les deux domaines fondamentaux peuvent étre pris identiques.
Exemple A.4. Les groupes libres F3 et F, sont ME mais ne sont pas OE

Démonstration de la proposition A.3. Soit (Q, m, Xg, Xn) un couplage d’équivalence mesurée de
3 y M, AG, plag q

G vers H. Supposons que Xg = Xu.
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g*x
g \
H

| c(g,x)

|

g-xe

=0

@ g*x @ Elements de Xy ® Autres éléments de orbite

FIGURE 9 — De¢finition du cocycle ¢

On considere X := Xg = Xy muni de la mesure de probabilité p := m(;(

g m
Définissons 'action de G sur X = Xy (on la notera « - »).

Pour tout g € G et presque tout x € X = Xy, on definit g - x comme ¢tant 'unique
¢léement de Xy contenu dans la méme H-orbite que g*x, ie. {g-x} = Xy NHx* (g*x) (cf.
figure 9).

De maniere analogue, pour tout h € H et presque tout x € X = Xg on définit h-x
comme ¢tant unique ¢lement de Xg contenu dans la méme G-orbite que h*x.

Pour tout g € G et presque tout x € X on a c(g,x) * g*x € Xy. Ainsi, par définition des
actions sur X :

c(gyx)-x=g-x et c¢’(hyx)*x=h-x.

Les actions ont donc les mémes orbites.

L’action obtenue n'est pas nécessairement libre. Pour obtenir une action libre, on peut
prendre le produit de Q avec décalage de Bernouilli ©.

Plus precisement, considérons (Z,v) un espace de probabilite muni d’une action libre
et pm.p. de G. On pose Q' := Q x Z. Alors G agit sur Q' diagonalement, ie. Paction est
definie pour g € G et pp. (w,z) € Q x Z par g (w,z) = (g*w, g*z). On définit 'action
de H sur Q' par h# (w, z) := (h*w, z). Ces actions admettent un domaine fondamental
commun X' = X x Z. La construction de 'OE sur X realisée en remplagant Q par Q' et

X par X’ produit des actions induites sur X’ libres et qui ont les mémes orbites.

Supposons maintenant que G et H sont OE sur (X, ).

— On note my la mesure de comptage sur H et on définic Q := X x H et on le munit de

la mesure m == p x my.

— Pour g€ Gethe Hon pose

gx*(x,k) =(g-x,c(g,x)k) hx(x,k) = (x,kh™ ).

Ces actions sont libres, préservent la mesure m, commutent et X x {1} est un domaine

fondamental commun.

6. Soit G un groupe dénombrabble et (Y,v) un espace de probabilité. On note X := Y& et on munit

X de la mesure de probabi]ité produit. Le déc:ll:lgc de Bernouilli associé est I'action de G sur X définie par

g-

(xy)yeag = (xg-14)yeq. Cette action est libre et préserve la mesure de probabilité sur X.

9
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N
Remarque A5 (Cocyles OE et cocycles ME). D’apres la preuve précedente, les cocycles d'equi-

valence mesurée et les cocycles d’¢quivalence orbitales coicident si les domaines fondamen-
taux sont identiques. Ainsi, si c(g,x) désigne 1’unique ¢lément de H el que c(g,x) * h * x
appartient a Xy = Xg, alors ¢(g,x) -x = g-x. Donc ¢(g, x) est 'unique ¢lément de H qui envoie

X Sur g- x.

Lien avec la quasi-isométrie  Léquivalence mesurée a ¢té introduite par Gromov, comme un
analogue mesur¢ de la notion de quasi-isométrie. Plus précisement, une application f: G — H

est une quasi-isometrie §'il existe L > 1 et C = 0 tels que

1
Vg1,92 € G deG (91,92) — C < ds,, (f(g1),f(92)) < Lds;(g1,92) +C.

Dans [Groc)g], Gromov montre le critére suivant.

Theoreme A6 ([Grogs, 0.2.C4]). Soient G et H deux groupes de type fini.

G et H sont quasi—isométriques ssi il existe un espace localement compact Q sur ]eque] G
et H agissent :

> proprement discontinument et tq.

» les deux actions commutent, et

» chacune des actions admet un domaine fondamental compact.

Ainsi, le critere requiert que les deux actions preservent la structure de Pespace, com-
mutent et admettent chacune un domaine fondamental « petit ». En traduisant ce critere
dans le ]:mgage mesuré, on obtient ainsi, par ana]ogie, la notion d’équiva]ence mesurée.

Mais I'analogie s'aréte la : il existe des groupes qui sont ME mais qui ne sont pas QI, comme
Z et 72, et des groupes QI qui ne sont pas ME, par exemple (F3 x F3) *F5 et (F3 x F3)*[F3,

cf [Gaboza, page 39]. Pour plus de deétails sur ce sujet, voir par exemple [Gabozb, Section 2.3].

Lien avec la commensurabilicé

Définition A.7. Ondit que G et H sont commensurables (resp. fortement commmensurables)
s'il existe G’ < G et H' < H tels que

» G’ et H' sont d’indice fini (resp. et de meme indice);

» ct G’ est isomorphe a H'.
Propri¢te A.8. Deux groupes de type fini G et H sont commensurables (resp. fortement com-
mensurables) ssi il existe un espace dénombrable Q sur lequel G et H agissent :

» librement et tq.

» les deux actions commutent, et

» chacune des actions admet un domaine fondamental fini (resp. fini commun).

On retrouve ici la méme structure de critere que dans le théoreme A6 : les deux actions
doivent preserver la structure de espace, commuter et admettre chacune un domaine fon-

damental « petit ».
Remarque A.9. Commensurables = mesurablement ¢quivalents.

Le tableau 1 met en paralléle la définition d’¢quivalence mesurée avec les criteres de com-

mensurabilité et quasi-isométrie precedents.
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Deux groupes G et H sont
commensurable | mesurablement équivalents | quasi-isométriques
ssi il existe un espace Q qui est
dénombrable mesure loc compact
tq. les actions G et H sur Q commuctent et sont

libres libres et proprement
preservant la mesure discontinues
et toutes deux admettent un domaine fonda

fini de mesure finie compact

TABLE 1 — Récapitulatif

Az Quantification

Comme pour '¢quivalence orbitale, on peut définir une version quantitative de I'¢quiva-

lence mesurée. Comme précédemment, on note @, : R* — R* deux fonctions croissantes.

Définition A.ro ([DKLMT22]). Soit (Q,m,Xg,Xn) un couplage d’équivalence
mesurée de G vers H. On dit que le couplage est (¢,1))-integrable de G vers H si
pour tout g € G et h € H il existe Cg,Cp >0 tels que

L 0 (Clelg, V)5, ) du < o0 Lw(ch\c/(h,xnsg)du < .

Propriéte A.ix ([DKLMT22, Proposition 2.42]). S'il existe (Q, m, Xg, X), un couplage d’equi-
valence mesurée (@,)-intégrable tel que Xg = Xy, alors il existe une ¢quivalence orbitale

(¢, ¥)-integrable de G vers H.

Remarque Az, Clest le méme choix de domaines fondamentaux qui doit donner I'integra-
bilite et le fait que les domaines fondamentaux coincident. Ainsi, deux groupes a la fois OE

et (¢,P)-ME ne sont pas nécessairement (@, )-OE.

Demonstration de la proposition A.11. Soit (Q,m,Xg, Xn), un couplage d’¢quivalence mesurce
tel que Xg = Xy et qui est (@, )-intégrable. D’apres la démonstration de la proposition A3,
quitte a prendre un produit avec un décalage de Bernouilli, on peut supposer que les ac-
tions induites de G et H sur X := Xg = Xy sont libres. D’apres cette méme démonstration, ces
actions ont les mémes orbites. De plus les cocycles d'¢quivalences mesuree et d’equivalence or-
bitale coicident (cf. remarque A.5). Sile couplage d’¢quivalence mesurce est (¢, )-incegrable,

alors I'équivalence orbitale correspondante I'est aussi. O

Les obstructions vues en section 2.2 restent vraies si les groupes sont ME :
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Théoreme A.13 ([DKLMT22]). Soit ¢ est une fonction croissante.
Soient G et H tq. il existe une (¢,L°)-ME de G vers H.
— Si ¢ est sous-additive et telle que ¢(0) =0, alors VG(R) X V(@ '(R)).

— Si t/@(t) est croissantes, alors @ oIy X Ig.

A.2  Produits graphés

On rappelle que, ¢tant donné un graphe simple7 fini T, on note VT l'ensemble de ses

sommets et ET" 'ensemble de ses aréres.

Deéfinition A.r4. Soit T un graphe fini simple et soit (Gy)vevr une famille de
groupes. Le produit graphe sur T avec groupes de sommets (Gy)vevr est le groupe

G defini par

G :=*vevrGv/{lg, 1l | g € Gy, h € Gw, (v,w) € ET).

Ces objets ont ¢été introduits par Green [Gre9o] et généralisent les produits libres de
groupes (lorsque T ne contient aucune aréte), les produits directs (lorsque T est complet)
mais aussi les groupes de Coxeter 4 angles droits (lorsque Gy = Z/2Z pour tout v € VT) et les

groupes d’Artin a :mgles droits (lorsque G, =7 pour tout v € VT).

A21  Le cas des groupes d’Artin a angles droits

SiT est un graphe fini simple, on note Ar le groupe d’Artin a angles droit associc.

Theoreme A.15 (Horbez-Huang, [FHH22]). Soient Ar,, Ar, deux groupes d’Artin a
angles droits tels que Out(Ar,) est fini pour tout i € {1,2}.

Ar1 ME Arz ssi F1 ~ rz.

Ainsi, deux groupes d’Artin a angles droits ayant groupe d’automorphismes excerieurs
fini ne peuvent étre mesurable équivalents que s'ils sont isomorphes. Un fait remarquable est

que cette classification est identique a celle a quasi-isométrie pres :

Théoréme A6 (Huang [Huai8]). Soient Ar,, Ar, deux groupes d’Artin a angles droits tels
que Out(Ar,) est fini pour tout i € {1,2}. Alors

Ar] QI Arz ssi I"1 o rz
Ces deux theéoremes montrent donc la rigidités des groupes d’Artin a angles droits, au

sein de la classe des RAAGs ayant groupe d’automorphismes extérieurs finis. Cette rigidice

s'etend au dela de cette classe des-lors que I'on ajoute une hypothese de quantification L :

7. ie. un graphe sans aréte multiple, sans boucle sur un sommet.
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Théoreme A.ry ([HH23]). Soit Ar un groupe d’Artin a angle droit tel que
Out(Ar) soit fini. Soit H un groupe dénombrable a torsion bornee.
Sl existe une équivalence mesurée (L', L°)-integrable de H vers Ar,

alors H est de type fini et est quasi-isométrique a Ar.

Az22  Quantification et produits graphés

Le but est maintenant d'obtenir un résultat de classification dans le cadre plus genéral
des produits graphes. La premicere ¢tape est de traduire I'hypothese sur les groupes d’auto-

morphismes extéricurs en des conditions portant uniquement sur le graphe T.

Out fini  Les travaux de Laurence [Laugs| et Servatius [Ser89] montrent que Out(Ar) est
fini si et seulement si T vérifie les deux conditions suivantes :
— Siv#we Vlalors Ik(v) € B(w, 1) (on dit que T" est sans transvection);
— Pour tout v € VT, le sous-graphe induit par VI'\B(v, 1) est connexe (on dit que T est
sans conjugaison p:lrtic”c).
Ceest le cas par exemple lorsque T est un pentagone. La figure 10 représente des graphes ayant
des transvections; la figure 11, des graphes ayant des conjugaisons partielles. Dans chacune, le

sommet v considére est represente en marron et lk(v) en bleu.

B(w, 1)

(v

B(w,1) — (
w \ \

N

FIGURE 10 — Exemples de graphes ayant des transvections.

\ J

FIGURE 11 — Exemples de graphes ayant des conjugaisons partielles.

Exemple A.18 (Applications du criteres sur des exemples connus). Soit T un graphe fini
simple, possédant au moins deux sommets distincts.
— Dans le cas ou T n’a aucune aréte, alors lk(v) = @ pour tout v € VT. Ainsi, pour tout
w #vonalk(v) C Br(w,1) et le graphe a donc des transvections. Pour un tel T, Ar est
un groupe libre et on retrouve bien que Out(Ar) est infini.
— De méme, dans le cas ou T est un graphe complet, le graphe possede des transvections

et on retrouve que Out(Z9) est infini.
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Classification  Le résultat principal de [EFH24] est le theoreme suivant.

Théoreme A.r9 (Horbez-E. [EH24]). Si
» T, A sont deux graphes sans transvection ni conjugaison partie]]e et ayant
au moins 2 sommets;
» Gy, Hy, sont des groupes infini dénombrables W e T, w € A;
alors,
Gr " Ha;
& Gr ¥ Ha;
& 1l existe un isomorphisme de graphes : T — A tq Gy ¥ Hy(y) pour tout
v e V.

Exemple A.20. Soient Gr et Ha les deux groupes représentés en figure 12.
Ces deux groupes ne sont pas mesurablement ¢quivalents. En effet, ¢'ils étaient, il exis-
terait un isomorphisme de graphe envoyant tout groupe de sommet de G sur un groupe de

sommet de H qui lui est orbitalement e¢quivalent. Or, aucun de ces derniers n'est OE a F,

z Gr z Hy

Z Z

FIGURE 12 — Groupes de 'exemple A.20

On renvoie a [EH24, Section 10] pour d’autres exemples et des illustrations des différentes
variations autour du théoréeme A.19. On déduit de ce théoreme ainsi que de la proposition A8

le corollaire suivant.

Corollaire A.21 ([EH24]). Si
» T, A sont deux graphes sans transvection ni conjugaison partielle et ayant
au moins 2 sommets;
» Gy, H,, sont des groupes infini déenombrables v e T, we A;
alors,
Gr et Ha sont commensurables:
& Gr et Hp sont fortement commensurables:
& 1l existe un isomorphisme de graphes o:T — A tq Gy et Hy(y) sont

fortement commensurables, pour tout v € VT.

Classiﬁcation en quantitatif Tournons-nous maintenant vers 13 version quantitative dC 1’&

classification. Dans [EH24] nous montrons les deux résultats suivants.
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Théoreme A.22 ([EHz24]). Supposons que
» T, A sont deux graphes sans transvection ni conjugaison partielle et ayant
au moins 2 sommets;
» Gy, Hy sont des groupes infini de type fini W eT, weA;
Si il existe une ¢quivalence mesurée (¢,W)-incégrable de Gr vers Ha,
Alors il existe un isomorphisme de graphes o:T — A tq il existe une ME

(¢, ¥)-integrable de G, vers Hy(y), pour tout v € VT.

Remarque A.23 (Obstruction). Nous avons vu précédemment (remarque 2.23) que le théo-
reme 2.19 donnait une borne superieure a I'intégrabilite que 'on pouvait obtenir entre deux
groupes moyennables, mais qu'il ne fournissait aucune obstruction si les groupes ¢taient non-
moyennables.

Le théoreme A.22 ci-dessus fournit la premiere obstruction hors du cadre moyennable.
Considérons par exemple, les produits graphés Gr et Ha réprésentés en figure 13. Toute ME

(¢, ¥)-integrable de Gr vers Hp doit verifier ¢(x) < x'/2.

7?2 Z

Z Z

FIGURE 13 — Groupes de la remarque A.23

Remarque A.24 (Comparaison ME/OE). On a vu (proposition A.11) que pour passer d'une
ME (¢, ¥)-integrable a une OE avec la méme integrabilice, il fallait trouver un domaine fon-
damental commun tout en préservant Iintégrabilice.

Daprés le théoreme A.19, on sait que G, et Hg(y) sont orbitalement ¢quivalents, pour
tout v € VT. Cette OE s’obtient en trouvant un domaine fondamental commun aux actions
de Gr et Ha sur (Q,m). On ne sait pas si les cocycles correspondant a ce choix de domaine
fondamental sont eux aussi (@, )-integrable. On ne sait donc pas si la conclusion de theoreme

precedent peut-éere amelioreée en une ¢quivalence orbitale (@, )-intégrable.

Théoreme Az; ([EH24)). Supposons que
» T est un graphe fini
» Gy, H, sont des groupes infinis de type fini Wv e T.
Si G, (¢,¥)-OE H, pour tout ve VI

Alors il existe une ¢quivalence orbitale (@,)-intégrable de Gr vers Hr.

Remarque A.26 (Neécessité de ]’hypothése OE). L’hypothése d’équiva]ence orbitale ne peut
pas ¢tre affaiblie en une hypothese d’¢quivalence mesurce. En effet, si 'on considere les deux

roduits graphés de I'exemple A.2o, alors pour tout sommet v les groupes de sommets G,
P grap P ) P group
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et H, sont mesurablement ¢quivalents, mais pas tous orbitalement ¢quivalents. D’apres le

théoréme A.19 les produits graphés Gr et Hr ne sont donc pas mesurablement équiva]ents.

La démonstration du théoreme A.25 se base sur une construction développée dans [Gabozb]

pour les produits libres, et ¢tendue aux produits graphés dans [HH22].

Demonstration de théoreme A.25. Soit T 'un graphe fini simple et fixons une énumération {vy, ..., v}
des sommets de T. Pour tout i € {1,...,n}, on note (Y, vi) un espace de probabilice sur lequel
Gy, et Hy, admettent une é¢quivalence orbitale (¢, )-intégrable.
Définition de I'espace X Soit Z un espace de probabilit¢ muni d’'une action libre et p.m.p. de
Gr. On note
X:i=ZxYy X xYyn

ct on le munit de la mesure de probabilite produit, notee p.
Actionde G On note 1 : G — Gy, la récraction sur Gy, clest-a-dire 'application qui vaut
'identité en restriction a Gy, et qui envoie tous les autres groupes de sommets sur {1}.

On définic alors pour tout g € G et pp. x = (z,Y1, ..., Yn) € X
9 (Y1, Yn) = (9-2,11(9) "Y1y, Tnlg) * yn).
Action de H Soit i€ {1,...,n} et définissons d’abord I'action d’un élément de G,,,. On note
ci: Gy, xY; = H,, et cl:Hy, XY = Gy,

1
les cocycles d’¢quivalence orbitale. On définit, pour tout h € Het p.p. (z,y1, ..., yn) € X
h- (2791 y oo )yn) = C:L(h>yi) : (2)91 y e )yn))
= (¢

Montrons maintenant que cette action s'¢tend a tout le groupe Hr. Soit donc h; € H,,

¢t (hyyi) * 2, Y1y ey Yio1, € (M Y1) * Y, Yig1, Un) -

et hj € H,y, tels que (vi,v;) € EI' Comme ci(hi,yi) € G, et cg(hj,yj) € Gy,, ces deux

¢léments commutent dans Gr. Alors

hi - (hy - (z,Y1yeeyyn)) = hi- (cg(hj,yj) “Z,Y1y ey Yjo1, €5 (M5, Y5) -y]-,gjﬂ,...,yn),
= ¢} (hi,yi) - (Cg(h;wyj) “Z,Y1, - Yj—1, €5 (N, y5) 'yj>yj+h~~>yn)»
= ci(hi, yi)ci(hy, u5) - (2,91, oy Yn) s
= cf(hy,yj)ci(hi, yi) - (2, Y1y ey Yn)y
=h;- (C/i(hi?yi) . (Zvyh--wyn)))

=hy- (hi : (z>y1,---,yn))-

L’action ainsi définie s’¢tend donc bien a tout le groupe Hr.
On dispose donc d’une action de G et d'une action de H sur X. Ces deux actions sont libres
et ont les mémes orbites.
Montrons maintenant I'intégrabilité du couplage. Pour tout i € {1,...,n} notons Sk une
partie génératrice de G,, et SL une partie génératrice de H,,. Alors Sg == I_ISiG est une partie

génératrice de Gr et Sy = LISL une partie génératrice de Hy. Soient ¢ : G x X — H et
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¢’ : Hr x X = Gr les cocyles d’¢quivalence orbitales. Montrons que pour tout s € Sg et tout

s’eSyona

Lex © (‘c(s,x)‘sH) du(x) < +oo, (2)

Lexlp (‘c’(s’,x)‘SJ du(x) < +oo. (3)

@-intégrabilite Soit i € {1,..,n} et s € S§. Par definition de Paction de H sur X et comme
ci(s,yi) appartient a H,,, pour presque tout x = (z,Y1,...,Yn) € X 0n a ci(s,yi) - x =

¢! (ci(s,yi),yi) - x. Mais, par definition des cocyles ¢} (ci(s,yi),yi) = s. Ainsi
ci(s,yi) - x =cf (ci(s,Yi)yyi) ' x =s5-%
et donc on a ¢(s,x) = ci(s,y;). Mais, par choix de Sy

|C(S>X)|5H = |Ci(5>yi)|SH = |Ci(5>yi)|siH-

Comme ¢; est g-integrable, Pequation (2) est verifice.

P-intégrabilice Soit s’ € Sy et i € {1,...,n} tel que s € Si,. Par definition de I'action de H,
Pp- x = (z,Y1y.yYn) € Xona s’ -x = ci(s’,yi) - x, donc ¢/(s’,x) = ci(s’,yi). Comme
ci(s’yyi) € Gy,

!

Ci (S/)yi)

!/

4 (Slayi)

Sq

‘c’(s’,x)‘SG =

Ainsi, ¢quation (3) est vérifice, par P-integrabilite de cf.

S
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