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comportements géométriques tres variés.

Théoréme. [Ornstein-Weiss, '80] Tout groupe moyennable,
infini, de type fini est orbite équivalent a Z.
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les groupes moyennables.
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existe Cg,Cy >0

L @(ngsH(X,g 'X))du< 00 J'

XII)(ChdSG (x,h- x))du < oo.

Rg. L° signifie : OF sans condition d’intégrabilité
Abrév. G (¢,))-OE H.

L’OE est L*°-intégrable si x — ds,, (x,g-x) et x — ds (x,h-x)
sont essentiellement bornées.
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[.2 — QUANTIFICATION : EXEMPLE

Théoréme. [DKLMT] Pour tout p < 1/2 et q < 2, il
existe une (LP,L9)-OE de Z? vers Z.

Les actions :
7% ~ {0,1,2,3N v 7.

— Comment I’OE quantitative se comporte-t-elle
vis-a-vis de la géométrie ?
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vers H et si ¢ et t/¢(t) sont croissantes alors

eoly xXIg.

Application Si G = Z? et H=Z alors Ig(x) ~x'/?, Iy (x) ~ x.
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Théoréme. [DKLMT] Pour tout p < 1/2 et q < 2, il
existe une (LP,L9)-OE de Z? vers Z.

Th. [Correia, ’24] Ceci est optimal
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Quantifie la diversité ergodique des grp moyennables
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T =T U 2™+ Th).

» Soit X1 :={0,2"}
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Soit To = Zo et Tn+1 = Zn+]Tn.

Définition. On dit que (X,)n est une (R, ¢, )-suite pa-
vant un Fglner si

» [Folner] (T, )nen est une suite de Fglner,
ie. [0Tn|/|Thl — O;

» [Pavage] Tni1 = Ugesx, ,;0Tn,

» [Quantif’] diam(Tn) < Rn et [0Tn|/[Tnl < &n.
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Soit G =72 et T :=[0,2™ — 1] x [0,2™ —1].

Ts

O O o0 ©o
o O 0 O
© 0 0 O
© 0 0 o
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II.1 — SUITES PAVANTES : EXEMPLE
Soit G =72 et T,y :=[0,2™ — 1] x [0,2™ —1].

" e ® e 00 0 o o
e o0 000 0 o
e e 0000 0 0
e e e e 000 o
©©o 0000 00
© ©o 0 0o @ @ @
©0o e 0o e e e
R EEEEE)

Zn+1:=1(0,0),(0,2"),(2™,0), (2", 2")}
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> un élément de H est de la forme : ((01)icz, 1)
avec t € Z et oy € Z/qZ pour tout i.

Th = {((Ei)i,t> telo,2™ 1], Supp(( i ) clo,2m — ]]}'
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Soient (Za)n une (Rp,en)-suite pavant un Fglner de G,
2w une (Ry, en)-suite pavant un Fglner de H.

Théoréme. [DKLMT]
Si |Znl = IZ'n], alors G et H sont OF sur X =[], oy Zn-
Si la suite suivante est sommable

(@(Rh)en—1)en

alors ’OE de G vers H est (@, L%)-intégrable.
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II — Construction
I1.2 — Quantification

I1.2 — QUANTIFICATION

Soient (Zn)n  une (Ry,en)-suite pavant un Fglner de G,
2w une (Ry, en)-suite pavant un Fglner de H.

Théoréme. [DKLMT]
Si [Zn| = |Z4|

Si|Z,| = |Z;] : critéere d’intégrabilité faisant interve-
nir les diameétres des tuiles et ¢, ¢i.
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Critere : (¢(R}) (ei-1 —€1));.,, sSommable.

Théoréme. [DKLMT]
Il existe une OE (LP,L9)-intégrable de Z? vers Z
pour tout p < 1/2 et tout q < 2.

Dans 72 L1 = {0,21}
Dans Z Zi ,:= {0)4'1)2.41,3.41}

On retrouve 'odomeétre

72 ~ {0,1,2,3N v7
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II.3 — Applications

II.3 — APPLICATIONS : PB INVERSE

<Donno Gtqlg~o

[BZ21] FoTS
@ G In

z Critere (00, 1°)-OF

FoTS
—
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ANNEXES

A Produits diagonnaux

B Construction de X dans la proposition clef
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A — PRODUITS DIAGONAUX

Soit A, B deux groupes finis et (I'n)m tq. I'm = (A, B) et
[o:= A x B et soit

93

92

((gm)meN,t) st. gm: Z — .

X
I3 =(A,B)
v

X

T2 =(A,B)
A4
[

I =(A,B)

|
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¥
I3 =(A,B)
A

[
I =(A,B)
A

¥
I =(A,B)
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A= <((a50)m,0), ((bskm)m,o),(o,n, aeA be B>
=7Z%AxB/Nuker (ZxA%xB =T 7).

[

93 I3 =(A,B)
A4
[

92 N2 =(A,B)
A
[

9 T =(A,B)
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.
N t $
a b
92
a b '
9 |
t 4 ‘
|
(a,b) i
90 '
4 | | |
*o k1 k2 k3
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Soit (ki) men Sous-suite de (k™) et

A= <<(a60)m,0), ((bakm)m,o),(o,l), AaEA, be B>
=7ZxAxB/Npker (ZxAxB—Tn1 7).

Suite de Fglner T, :={(f,t) € A | range(f,t) € [0,k™ — 1]}.
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B — Preuve du critére

11.2 — CRITERE : DEMO

Soit (Z“)new
Soit g € G, il existe k, tel que (XK, +x0)g € Ty,

une suite pavante de G et X = [, ¢ Zn.

g / /
Tk D Xkg X0 ————— Xig =" X0g = X)X € Ty,

Si |Z,] = |Z4], alors
X= Hne[N pan Hiew{ov ey |Znl} =~ HneD\l 241 =X
Get HOE sur X =[], {0,...,[Z]]
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B — Preuve du critére

II.2 — CRITERE : DEMO
Rappel G et H OE sur X = [ [, [0,...,[Z.[} = X
Soit t: X — X'. Soit x = (xi)i € X et s € Sg.

» Soit ko = ko(x) minimal tq xi, = xo € T, \0Tx,-
Alors s+ (Xi)i = (X{yy ey Xy y Xko 415 - ), dODIC

(x0) e txicg)) ' UXD) LX) .

ds ((Xi)h S: (Xi)i):

< diam (T}, ) = Ry,

» Proportion de tels éléments :

x € X @ xpx0 € Ti\OTy, X1 +%0 € 0Tie 1}
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B — Preuve du critére

11.2 — CRITERE : DEMO

Rappel R| . _, <ds, ((Xi)i»s : (Xi)i) < R
avec proba (Eko(x)—1 - Sko(x))-

@ (dsy, (x,8%)) dp(x)

<oRy) + Y

j @ (ds, (x5 - x)) dps(x),
KeEN* {(xeX : kol(x)=k}

<@(Rp) + Z @(R}) (ex—1 —€x) -
KeN:

Rappel =min{i : xi{--xo & 0Ty}
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