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Partie 3 : Suites pavantes



I — Suites pavantes



I — Suites pavant un Følner
I.1 – Suites pavantes

I.1 — Suites pavantes

Exemple Soit G = ℤ et Tn ∶= [0, 2n − 1].

Tn+1 = Tn ⊔ (2n + Tn).

0 2n

Tn

Tn+1
2n+12n

2n+Tn

] Soit Σn+1 ∶= {0, 2n}.
] Alors Tn+1 = Σn+1Tn.
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I — Suites pavant un Følner
I.1 – Suites pavantes

I.1 – Suite pavante : définition

Soit G moyennable

et Σn ⊂ G fini pour tout n ∈ ℕ.
Soit T0 ∶= Σ0 et Tn+1 ∶= Σn+1Tn.

Définition. On dit que (Σn)n est une (Rn, εn)-suite pa-
vant un Følner si

] [Følner] (Tn)n∈ℕ est une suite de Følner,
ie. |∂Tn|/|Tn| → 0 ;

] [Pavage] Tn+1 = ⊔σ∈Σn+1σTn,
] [Quantif°] diam(Tn) ≤ Rn et |∂Tn|/|Tn| ≤ εn.
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I — Suites pavant un Følner
I.2 – Exemples

I.2 — Exemples
Soit G = ℤ2 et Tn ∶= [0, 2n − 1] × [0, 2n − 1].

T1

Σ2 = {(0, 0), (0, 2), (2, 0), (2, 2)}
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II — Application à la quantification



II — Application à la quantification
II.1 – Critère

II.1 — Critère

Soient
(Σn)n une (Rn, εn)-suite pavant un Følner de G,

(Σ′n)n une (R′n, ε′n)-suite pavant un Følner de H.

Théorème. [DKLMT]
Si |Σn| = |Σ′n|, alors G et H sont OE sur X = ∏n∈ℕ Σn.
Si la suite suivante est sommable

(φ(2R′n) (εn−1 − εn))n∈ℕ

alors l’OE de G vers H est (φ, L0)-intégrable.

Applications

Si |Σn| = |Σ′n|, alors critère d’intégrabilité faisant
intervenir les diamètres des tuiles et εn, ε′n.
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II — Application à la quantification
II.1 – Critère

II.1 — Critère : démo
Soit (Σn)n∈ℕ une suite pavante de G et X = ∏n∈ℕ Σn.

Définissons l’action de G sur X.

Soit g ∈ G, il existe kg tel que (xkg ⋯x0)g ∈ Tkg

X ∋ (xn)n∈ℕ

xk⋯x0xkg ⋯x0

Tk = Σk⋯Σ0

Tk ∋

(Tn)n∈ℕ Følner ⇒ pour k assez grand xk⋯x0g ∈ Tk.

Tkg = Σkg ⋯Σ0

∈ Tkgxkg ⋯x0g= x′kg ⋯x′0xkg ⋯x0g = x′kg ⋯x′0
gg

g ⋅ (xn)n ∶= (x
′
0, … , x′kg , xkg+1, …)g ⋅ (xn)n ∶= (x
′
0, … , x′kg , xkg+1, …) ∈ X∈ X

gg

Si |Σn| = |Σ′n|, alors
X = ∏n∈ℕ Σn ≃ ∏i∈ℕ{0,… , |Σn|} ≃ ∏n∈ℕ Σ′n = X′

9 / 15
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II — Application à la quantification
II.1 – Critère

II.1 — Critère : démo

Rappel G et H OE sur X ≃ ∏i∈ℕ{0,… , |Σn|} ≃ X′

Soit ι ∶ X ~→ X′. Soit x = (xi)i ∈ X et s ∈ SG.

] Soit k0 ∶= k0(x) minimal tq xk0 ⋯x0 ∈ Tk0\∂Tk0 .
Alors s ⋅ (xi)i = (x′0, … , x′k0 , xk0+1, … ), donc

dSH((xi)i, s ⋅ (xi)i)= |(ι(x0)… ι(xk0))
−1 ι(x′0)… ι(x′k0)|SH

≤ diam (T ′k0) = R′k0

] Proportion de tels éléments :
|{x ∈ X ∶ xk⋯x0 ∈ Tk\∂Tk, xk−1⋯x0 ∈ ∂Tk−1}|

≤ (εk−1 − εk) |Tk| .
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II — Application à la quantification
II.1 – Critère

II.1 — Critère : démo

Rappel R′k0(x)−1 < dSH((xi)i, s ⋅ (xi)i) ≤ R
′
k0(x)

avec proba (εk0(x)−1 − εk0(x)).

∫X
φ(dSH(x, s ⋅ x)) dμ(x)

≤φ(R′0) + ∑
k∈ℕ∗ ∫{x∈X : k0(x)=k}

φ(dSH(x, s ⋅ x)) dμ(x),

≤φ(R′0) + ∑
k∈ℕ∗

φ(R′k) (εk−1 − εk) .

Rappel k0(x) ∶= min{i ∶ xi⋯x0 ∉ ∂Ti}
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II — Application à la quantification
II.2 – Applications

Critère : (φ(2R′i) (εi−1 − εi))i∈ℕ sommable.

Théorème. [DKLMT]
Il existe une OE (Lp, Lq)-intégrable de ℤn vers ℤm
pour tout p < m/n et tout q < n/m.

Appliquer le critère aux suites (Σn)n et (Σ′n)n telles que :

Dans ℤn Σi+1 ∶= {0, 2im, 2 ⋅ 2im, … , (2m − 1)2im}
n

εi = 1/2mi

Ti ∶= [0, 2im − 1]n Ri ∶= n2mi

Dans ℤm Σ′i+1 ∶= {0, 2in, 2 ⋅ 2in, … , (2n − 1)2in}
m ε′i = 1/2ni

T ′i ∶= [0, 2in − 1]m R′i = m2ni
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