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Si G =(S)et FC G, alors
OsF:={geF|3IseS,;sqg¢FL

G = (S) est moyennable s’il admet une suite de Fglner, ie.
une suite (F)n de parties finies de G tq. [9sFn|/|Fn] —n O.

Tous les groupes moyennables oo dtf sont OE.
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Ex. Graphe de Schreier d’une orbite de Z = (1) ~ {0, 1}

Soit z := (0,0, ...). Représentons le graphe de Schreier de Z - z.
Rappel : I’action de 1 correspond a l'addition de 1 en base 2.

25 (1,0,0..) k5 (0,1,0,0.) =2+ 2. 5 (1,1,0,0...) =3+ z.

Si G~ (X, u) est libre,
G.d.Schreier d’une orbite ~ G.d.Cayley de G.
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Soient @, : R% — R% deux fonctions croissantes non-bornées.
[Delabie, Koivisto, Le Maitre, Tessera)
Définition. On dit que 'on a une équivalence orbitale

(p,)-intégrable de G vers H si pour tout g € G et h € H, il
existe Cg,Cp >0

L (P(ngsH(X,g -x)) dp < oo J'X¢<Chd56(x,h-x))du < 00.

Rg. L signifie : aucune condition

Abrév. G (¢,))-OE H.

L’OE est L>°-intégrable si x — ds,, (x,g-x) et x — ds (x,h - x)
sont essentiellement bornées.
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Pour évaluer dz(x,(1,0) - x) : partitionner X = LI;B;
B; = {(X]’)j DX25 = ],Vj <iet xy = 0} .

Si x € By alors dz(x, (1,0) - x) = 22t — Z;; 22 < 2%,
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I — Définitions et exemples

1.2 — Quantification

Ex. [Odometre entre Z et 72
» OEZ ~ {0,1,}N v 7?2
» Intégrabilité (LP,19) pour tout p <2 et q < 1/2.
Pour évaluer dz(x,(1,0)-x) : X = U;B; wu(By) =211
B; = {(Xj)j X25 = ],Vj <ietxy = O} .
Si x € B; alors dz(x,(1,0) - x) =220 — 3171 2% < 271,

D’ou : somme ci-dessous finie si P(x) =x9, q < 2.

[ #(aztx, 1,0 x))au = 3 w222

i=0
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I — Définitions et exemples

1.2 — Quantification
|

Ex. [Odometre entre Z et 72|
» OE Z ~ {0,1,}N v 7?2
» Intégrabilité (LP,L9) pour tout p <2 et q < 1/2.

Félicitations, vous avec survécu a la preuve!
Nous vous offrons du réconfort avec un chaton.

14/18
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VG (R) = [Bs (e,R)].

Théoréme. [DKLMT] Si
» @ est croissante, sous-additive et tq. @(0) =0;

» et si G (@,L°)-OF H,
Alors
VG(R) < V(o' (R)).

[Bowen]. Si G et H sont L'-OFE alors Vg ~ Vj.

17/18



II — Quantification et géométrie

I1.2 — Isopérimétrie

11.2 — ISOPERIMETRIE

18/18



II — Quantification et géométrie

I1.2 — Isopérimétrie
;

I1.2 — ISOPERIMETRIE
Définition. Le Profil Isopérimétrique de G est défini comme

[g(n) := supja|<n [AI/[OA]

18/18



II — Quantification et géométrie

I1.2 — Isopérimétrie
;

I1.2 — ISOPERIMETRIE
Définition. Le Profil Isopérimétrique de G est défini comme

[g(n) := supja|<n [AI/[OA]

Rq. G moyennable ssi limy, ;o Ig(1n) = +o0.

18/18



II — Quantification et géométrie

I1.2 — Isopérimétrie
;

I1.2 — ISOPERIMETRIE
Définition. Le Profil Isopérimétrique de G est défini comme

[g(n) := supja|<n [AI/[OA]

Rq. G moyennable ssi limy, ;o Ig(1n) = +o0.

Théoréme. [DKLMT] Si G (¢,L°)-OE H et si ¢ et
t/@(t) sont croissantes alors



II — Quantification et géométrie

I1.2 — Isopérimétrie
;

I1.2 — ISOPERIMETRIE
Définition. Le Profil Isopérimétrique de G est défini comme

[g(n) := supja|<n [AI/[OA]

Rq. G moyennable ssi limy, ;o Ig(1n) = +o0.

Théoréme. [DKLMT] Si G (¢,L°)-OE H et si ¢ et
t/@(t) sont croissantes alors

eoly X Ig.

18/18



II — Quantification et géométrie

I1.2 — Isopérimétrie
;

I1.2 — ISOPERIMETRIE
Définition. Le Profil Isopérimétrique de G est défini comme
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Rq. G moyennable ssi limy, ;o Ig(1n) = +o0.

Théoréme. [DKLMT] Si G (¢,L°)-OE H et si ¢ et
t/@(t) sont croissantes alors

eoly X Ig.

Application Si G et H sont (L',L°)-OE alors Iy < Ig.
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alors ¢ o Ity <X Ig.
Remarques

» Le th ne s’applique pas si ¢ croit + vite que 'identité.
Mais (L%,L°)-OE = (L',L°)-OE
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alors g oIy X Ig.
Remarques

» Le th ne s’applique pas si ¢ croit + vite que 'identité.

Mais (L2,L°)-OE = (L',L°)-OE

= Iy X Ig.

» Ainsi, si G =72 et H=Z alors Ig(x) ~x"%, Iy(x) ~ x.
Le th. implique @(x) < x'/? et donne donc borne sup a
I'intégrabilité possible.

» Dans le cas non-moyennable le théoréme ne donne
(pour l’instant) aucune obstruction.
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